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Resume. Generalisant une question de Mukai, nous conjecturons qu'une variete de Fano X de 
nombre de Picard px et de pseudo-indice tx verifie px(i'X — 1) < dim(X). Nous demontrons cette 
conjecture dans plusieurs situations : X est une variete de Fano de dimension < 4, Jf est une variete 
de Fano torique de dimension < 7 ou X est une variete de Fano toriques de dimension arbitraire 
avec Lx > dim(X)/3 + 1. Enfin, nous presentons une approche nouvelle pour le cas general. 

Abstract. Generalizing a question of Mukai, we conjecture that a Fano manifold X with Picard 
number px and pseudo-index lx satisfies pxi.i'X ^ 1) < dim(X). We prove this inequality in several 
situations : X is a, Fano manifold of dimension < 4, X is a toric Fano manifold of dimension < 7 or 
X is a toric Fano manifold of arbitrary dimension with ix > dim(X)/3 + 1. Finally, we offer a now 
approach to the general case. 

Introduction 

Soit X une variete de Fano, c'est-a-dire une variete projective lisse dont le fibre anticanonique 
—Kx est ample, definie sur C. Notons ix le pseudo-indice de X, c'est-a-dire le plus petit entier 
de la forme —Kx ■ C ou C est une courbe rationnelle de X, et px le nombre de Picard de X. 
L'indice rx de X est le plus grand entier m tel qu'il existe un fibre en droites L satisfaisant 
—Kx = mL dans Pic(X) ; c'est un nombre particulierement adapte a I'etude des varietes de Fano 
X avec = 1) tandis le pseudo-indice nous semble plus adapte a I'etude des varietes de Fano 
X avec /9x > 2 (penser par exemple aux produits d'espaces projectifs). Mukai a propose dans 



|Mu88| I'inegalite px{fx — 1) < dim(X), verifiee en dimension < 3 a I'aide de la classification. 



Nous proposons plus generalement I'inegalite 

(*) Px{ix - 1) < dim(X) 

avec egalite si et seulement si X ~ (^'-x-'^y^x ^ partie motives par le 

Theoreme ( [jWiOOH ). SoitX une variete de Fano de dimension n, d'indice rx et de pseudo-indice 
ix- Si 2ix > n + 2, on a px = I- Si 2rx = n + 2, on a px = I sauf si X (P^^^^)^. 

D'apres la theorie de Mori, une variete de Fano X de dimension n verifie toujours ix <n + \. 
Si = + 1, on a X ~ d'apres un resultat de Cho, Miyaoka et Sliepherd-Barron (| ]CMSOO| ) 



dont une demonstration simplifiee se trouve dans | Ke01 ]. 

Dans ce travail, on se propose de montrer I'inegalite (*) lorsque X est une variete de Fano de 
dimension 3 ou 4 (I'inegalite (*) est verifiee directement en dimension 2) et lorsque X est une 
variete de Fano torique de pseudo-indice au moins egal a dim(X)/3 -|- 1. 

L'inegalite (*) pent etre verifiee directement pour les varietes de Fano de dimension 4 et 



d'indice au moins 2, dont la classification est etablie par exemple dans [ tP99 | 



Date: 2002. 

Mots cles : varietes de Fano, theorie de Mori, geometrie torique. 
Classification A. M.S. : 14J45, 14E30, 14M25. 



2 



LAURENT BONAVERO, CINZIA CASAGRANDE, OLIVIER DEBARRE, STEPHANE DRUEL 



Nous demontrons, sans utiliser les resultats de classification des varietes de Fano de dimension 
3 ou 4, le resultat suivant, nouveau dans le cas des varietes d'indice 1 et de pseudo-indice au 
moins 2 : 

Theoreme. Si X est une variete de Fano de dimension 3 ou 4, de pseudo-indice lx de nombre 
de Picard px, on a pxi^-x - 1) < dim(X). Si px{i^x - 1) = dim(X), on a X c:± (p'-x-i)Px. 

Dans la situation torique, nos resultats principaux sont : 

Theoreme. Soit X une variete de Fano torique de dimension n, de pseudo-indice ix et de 
nombre de Picard px- Si Six > n + 3, on a px{i-x — ^) < n. Si de plus pxii'X — 1) = n, on a 
X ~ (P'-Jf-l)Px. 

Theoreme. Soit X une variete de Fano torique de dimension n < 7, de pseudo-indice lx et de 
nombre de Picard px- On a pxi^x — 1) < Si pxii^x — ^)=n, on a X (f>'-x-iyx _ 

Les methodes utilisees sont celles de la theorie de Mori, dont nous rappelons plus bas quelques 
uns des resultats ou definitions. Mentionnons les deux resultats suivants obtenus au cours de la 
demonstration des theoremes precedents et qui ont leur interet propre. 

Proposition. Soit X une variete de Fano de dimension n, de nombre de Picard px > n et 
de pseudo-indice lx > ^- Si toutes les contractions extremales de X sont des fibrations, X est 
isomorphe a (P^)". 

Theoreme. Soit X une variete de Fano de dimension n> 4. Si toutes les contractions extremales 
de X sont ou bien des eclatements lisses de centre une courbe lisse ou bien des fibrations de 
dimension relative 1 et que X possede au moins une contraction extremale birationnelle, on a 
PX < 3. 

Nous presentons enfin une approche possible, en toute dimension, oil I'inegalite (*) decoulerait 
de I'existence de certaines chaines de courbes rationnelles. Le resultat suivant fournit une moti- 
vation supplementaire en direction de la conjecture de Mukai generalisee. 

Theoreme. Soit X une variete de Fano de dimension n, de nombre de Picard px et de pseudo- 
indice Lx- S'il existe des families propres irreductibles de courbes rationnelles irre- 
ductibles sur X dont les classes dans Ni(X)q sont lineairement independantes et des courbes 
C\ . . . , CP^ avec [0] G pour tout 1 < j < px et n 0+^ ^ pour tout 1 < j < px - I, 
on a Pxii'X — 1) < ^• 

L Notations 
1.1. Si X est une variete projective, on note 

Ni(X)(Q = {^^ajCj I ai G Q, Cj courbe irreductible de X}/ = 

i 

oil = designe I'equivalence numerique. Le cone de Mori, ou cone des courbes effectives, est le 
sous-cone de Ni(X)q defini par 

NE(X) = {Z£ Ni(X)q \Z = Y^ atCu ai > 0}. 
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Si E est un diviseur et R une arete de NE(X), la notation E ■ R > (resp. E ■ R = 0) signifie 
E ■ C > (resp. E ■ C = 0) pour toute courbe C de X telle que [C] £ R. La partie de NE(X) 
situee dans le demi-espace ouvert {—Kx > 0} est localement polyedrale et pour toute arete R 
de NE(X) telle que —Kx • i? > 0, il existe un morphisme (pn : X Xr a fibres connexes, 
appele contraction extremale, de X sur une variete projective normale Xn tel que les courbes 
irreductibles contractees par (ppc sont exactement celles dont la classe dans Ni(X)(q) appartient a 
R. 

• Soit dim(XR) < dim(X) ; on dit que ipR est une fibration, et px^i = Px — ^■ 

• Soit ifji est birationnelle, son lieu exceptionnel est un diviseur irreductible E tel que E ■ R < 
: on dit que ipR est une contraction divisorielle, et px^ = Px — ^■ 

• Soit ifR est birationnelle, son lieu exceptionnel est de codimension > 1 dans X : on dit que 
ifR est une petite contraction. 

Si X est une variete de Fano, le cone NE(X) est polyedral et si : X Xr est une contraction 
extremale, NE(Xj:j) est engendre par les lpr{R') ou R' decrit I'ensemble (fini) des aretes de NE(X). 

1.2. Rappelons un resultat de Wisniewski ( ||Wi91| ], Theorem (1.1)) sur le lieu d'une contraction 
extremale. Soit LfR : X — > Xr une telle contraction, d'arete R. Notons Er le lieu de X convert 
par les courbes contractees par ipR et 

1{R) = min{— i^x ■ C \ C courbe rationnelle contractee par cpr} 

la longueur de R. Pour toute composante irreductible F d'une fibre non triviale de <fR, on a 

2dim{ER) > dim{ER) + dim(F) > dim(X) + 1{R) - 1 > dim(X) + lx-1- 

1.3. Nous utiliserons aussi le resultat suivant : soient X une variete de Fano, R une arete de 
NE(X) et ifR : X Xr la contraction associee. Si toutes les fibres de ipR sont de dimension 1, 
Xr est lisse ( |An85|| , Theorem 3.1(ii)) et une fibre generale F de <pR est une courbe rationnelle 
lisse qui verifie —Kx ■ F = 2 > lx- Deux cas sont alors possibles : 



• soit ipR est une fibration en et Xr est une variete de Fano (| KMM92 |, Corollary 2.9) ; 

• soit (pR a au moins une fibre singuliere et = 1- 

2. La dimension trois 

2.1. Verifions I'inegalite (*) en dimension 3. Le seul cas non trivial et non convert par le resultat 
de Wisniewski est donne par la 

Proposition 2.2. Soit X une variete de Fano de dimension 3. Si lx = 2, on a px < 3. 

Demonstration. Supposons px > 4. La variete X possede au moins 4 contractions extremales 
distinctes qui ne peuvent pas toutes etre des fibrations ([ Wi91 |, Theorem (2.2)). Les contractions 
extremales sont completement decrites par Mori ( |Mo82| , Theorem 3.3) et seule la contraction 
birationnelle lisse de centre un point est de longueur au moins 2. Cette possibilite est par exemple 
exclue par la classification des varietes dont I'eclatee en un point est de Fano (| BCW01 |). ■ 

Toujours en dimension 3, le cas d'egalite dans I'inegalite (*) est caracterise par la 

Proposition 2.3. Si px{tx - 1) = dim(X) = 3, on a X ~ (p'-x-iyx_ 
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Demonstration. Si px = ^ et ix = 4, la variete X est isomorphe a ( [|CMSO0|] , [ KeOlj ). Sup- 
posons px = 3 et = 2 et considerons une contraction extremale ip : X ^ Z. Si ip est divisorielle 
de lieu exceptionnel E, alors ^p{E) est une courbe (c/. 1.2) et ip s'identifie a Teclatement d'une 
courbe lisse dans la variete lisse Z ( |Mo82| ] , Corollary 3.4.1), ce qui est absurde puisque lx = 2. 
Les contractions extremales sont done toutes des fibrations et le resultat annonce est donne par 
la proposition qui suit. ■ 

Proposition 2.4. Soit X une variete de Fano de dimension n, de nomhre de Picard > n et de 
pseudo-indice >2. Si toutes les contractions extremales de X sont des fibrations, X est isomorphe 
d (Pi)". 

Demonstration. Montrons la proposition par recurrence sur n, le cas n = 1 etant immediat. 
Par [Wi91|, Theorem (2.2), toutes les contractions extremales sont de dimension relative 1 et il 
y en a exactement n : le cone NE(X) est done simplicial. Notons Ri, . . . , Rn ses aretes. Pour 
1 < i < n — 1, le cone Vi = Ri + ■ ■ ■ + Ri est une face extremale de NE(X) dont on note 
ipi : X ^ Zi la contraction. Par le lemme de rigidite, fi+i se factorise en X ^ Zj — > Zi^i. 
L'inclusion Vi C Vi+i etant stricte, on a dim(Zj) > dim(Zj_|_i). On en deduit dim(Z„_i) = 1 et 
Zn-i est isomorphe a P"*^. 

Pour 1 < i < n, on considere la contraction LpR- : X ^ Wi. Les fibres de ipn-i et de ipR^ se 
coupent en un nombre fini de points. Le morphisme ipFi.„ est done equidimensionnel de dimension 
relative 1. II en resulte que Wn est une variete de Fano lisse (c/. 1.3) et que ipR„ est une fibration 
en P^ puisque ix > 2. Comme toute arete de NE{Wn) est image d'une arete de NE(X), le cone 
NE{Wn) est simplicial et toute contraction extremale de Wn est une fibration. 

Lemme 2.5. Soit it : X ^ Y une fibration en P*" entre varietes projectives et lisses. On suppose 
que X est une variete de Fano. Alors, 

(a) Y est une variete de Fano et by > ix / 

(b) si Y verifie (*), il en est de mime de X ; 

(c) si iy = ix que P^ — > y est une courbe de degre anticanonique iy, le produit ¥^ Xy X est 
isomorphe a P^ x P*". 



Demonstration. Par [KMM92], Corollary 2.9, Y est une variete de Fano. Soit ^ Y une courbe 
de degre anticanonique iy. Comme H'^{F^, Opi) est nul, il resulte de [pr68[| , § 8, que la fibration 
P-*^ xy X —>■ est isomorphe au projectifie d'un fibre vectoriel E = 0[=o C'pi(^i) sur P^, oii les 
Qi sont des entiers positifs avec oq = 0. Si d est la section de F{E) F^ definie par le fibre 
quotient C'pi(aj) de E, on a —Kp^^^ypi ■ Ci = —rai, d'oia, en notant g la composee F^ ^ Ci —>■ X, 

i^x < -Kx-g*Ci = -IT* Ky ■ g^Ci - Kx/y ■ g*Ci = iy-g*Kx/yCi = iy - K^e)/^^ -Ci = iy-rai 

ce qui prouve (a) et (c). 

Montrons (b). On a py = px — 1, d'ori, en utilisant (a), 

{px - l){ix - 1) < Py{1'Y - 1) < dim(y) = dimX - r. 

Si C est une droite contenue dans une fibre de vr, on a —Kx • C = r + 1, de sorte que < r + 1 
et 

px{tx -l)<ix-l + dim{X) -r< dim(X), 
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ce qui prouve (b). ■ 

On a done iw„ > 2 et par hypothese de recurrence, Wn est isomorphe a (P^)"~^. De plus, 
Pimage reciproque de toute droite du type x {t2, • • • , in-i} est isomorphe a (P^)^. Puisque 
NE(X) est simplicial, la contraction (/j/j^+r^ est la composee de et d'une projection p : 
Wn (P^)"~^ ; de meme, (pn-i est la composee de (pR^ et d'une projection Wn — > P"*^- On a ainsi 
un diagramme commutatif 




ou pi et p2 sont les deux projections. L'image reciproque d'un point de (P^)"~^ par ipji-^^ji^ est 
isomorphe a (P^)^, les restrictions de ipR^ et ipR^ etant les projections sur chacun des facteurs. 
En d'autres termes, une fibre de est envoyee isomorphiquement par LfR-^ sur le facteur P^ de 
Wi. Cela signifie que le degre du morphisme produit 

qui est le degre de la restriction de ifn-i a une fibre generale de ^pr„, vaut 1. Ce morphisme etant 
fini, c'est un isomorphisme et la preuve de la proposition est achevee. ■ 



3. La dimension quatre 

3.1. Montrons I'inegalite (*) en dimension 4. Une remarque essentielle est que sur une variete de 
Fano de dimension 4 et de pseudo-indice > 2, il n'y a pas de petite contraction (c/. 1.2). 

Proposition 3.2. Soit X une variete de Fano de dimension 4. Si tx =3, on a px < 2. 

Demonstration. Supposons px > 3. Les fibrations extremales sont de dimension relative au moins 
2 (c/. 1.2) et il y en a done au plus 2 (|Wi91], Theorem (2.2)). II existe ainsi au moins une 



contraction divisorielle contractant son lieu exceptionnel sur un point (c/. 1.2). II en resulte 



I'existence sur X d'une contraction lisse de centre de codimension 2 (| Wi91 ], Corollary (1.3)), ce 
qui est absurde puisqu'une telle contraction est de longueur 1. ■ 

Le resultat principal de cette section est le 

Theoreme 3.3. Soit X une variete de Fano de dimension 4. Si cx = 2, on a px < 4. 

3.4. Quelques lemmes intermediaires. La demonstration du theoreme 3.3 repose sur les 
lemmes suivants. 

Lemme 3.5. Une variete de Fano X de dimension 4, de pseudo-indice 2 et de nombre de Picard 
> 5 n'a pas de fibration extremale ip : X dont toutes les fibres sont de dimension 1. 

Demonstration. Raisonnons par I'absurde. Le morphisme (p : X ^ Y est une fibration lisse car 
ix = 2, de sorte que Y est une variete de Fano lisse de dimension 3 d'apres 1.3. Puisque pY > 4, 
il existe une contraction lisse vr : y — > Z de centre une courbe lisse ( |MM81 ], Theorem 5). Toute 



courbe de Y contractee par vr est une courbe rationnelle de fibre normal dans Y egal a ©(— 1)00, 
done de degre anticanonique 1. Ceci, avec le lemme 2.5, contredit I'hypothese lx = 2.M 
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Lemme 3.6. Soit X une variete de Fano de dimension 4, de pseudo-indice 2 et de nomhre de 
Picard > 5. Toute contraction extremale X ^ Y est ou Men une contraction divisorielle lisse de 
centre une courbe, autrement dit est I'eclatement d'une variete lisse Y le long d'une courbe lisse 
de Y, ou bien une fibration de dimension relative 1. 

Dans le cas d'une fibration, le lemme 3.5 montre qu'il y a au moins une fibre de dimension 2. 

Demonstration. Remarquons tout d'abord que les fibrations extremales X ^ Y verifient toutes 
dim(y) = 2 ou dim(y) = 3. En effet, si dim(y) = (resp. dim(y) = 1), on a px = 1 (resp. 
px = 2). D'autre part, comme dim(X) = 4 et px > 5, il y a au moins une contraction extremale 
divisorielle ( [|Wi9l| , Theorem (2.2)). 



Solent (f : X ^ Y une telle contraction et E son diviseur exceptionnel. Les fibres non triviales 
de (f sont de dimension > 2 (c/. 1.2). Si dim{(p{E)) = 0, il existe sur X une fibration extremale 
dont toutes les fibres sont de dimension 1 ou une contraction extremale birationnelle lisse de centre 
de codimension 2 ( [[Wi91 |, Corollary (1.3)), ces deux situations etant exclues respectivement par 



le lemme 3.5 et par I'hypothese cx = 2. Ainsi, dim{(p{E)) = 1 et s'identifie a I'eclatement d'une 
variete lisse Y le long de la courbe lisse ip{E) ( [[AW98| , Theorem 4.1). 

Verifions enfin qu'il n'existe pas de fibration extremale ir : X ^ S oil S est une surface. 
Supposons qu'une telle fibration existe ; S est alors une surface lisse ( ||ABW92 ], Proposition 1.4.1) 



et une fibre non triviale F de if est isomorphe a P^. Puisque (p^p : F ^ S est fini, S est egalement 
isomorphe a ( [[La83i ), de sorte que px = 2, ce qui est absurde. ■ 

Le resultat suivant precise le cas des eclatements de centre une courbe lisse. 

Proposition 3.7. Soit X une variete de Fano de dimension n > 4 et de pseudo-indice ^ 2. 
Si TT : X ^ Y est I'eclatement d'une variete lisse Y le long d'une courbe lisse, Y est une variete 
de Fano et by > ix- 

Demonstration. Si Y n'est pas une variete de Fano, le centre de I'eclatement vr est une courbe 
rationnelle lisse de fibre normal C'pi(— 1)®"~^ ( ||Wi91 |, Proposition (3.5)), de sorte que lx = 1, 
ce qui contredit I'hypothese. 

Verifions ensuite I'inegalite > 2. Solent C le centre de tt et son diviseur exceptionnel. Si 
C est une courbe rationnelle de Y distincte de C, et si on note encore C sa transformee stricte 
dans X, on a —Ky ■ C = —Kx ■ C + {n — 2)E ■ C' > lx ■ Si ly < i^x , on ne pent done avoir 
—Ky • C" = iy, de sorte que C est une courbe rationnelle qui satisfait —Ky ■ C = ly- 

Soit Nc/Y = ®i=i C'pi(f^i) son fibre normal. On a d'une part 

n-1 

iy = -Ky • C = + 2, 

1=1 

et d'autre part, si Ci C E est la courbe definie par le fibre quotient Opi(ai) de N^/y^ 

-Kx ■ Ci = Ly - {n - 2)ai > tx- 

On en deduit ty > tx, sauf si tous les a, sont strictement negatifs, ce qu'exclut I'egalite "^^Zi o-i = 
- 2 > -1. ■ 
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3.8. Varietes de Fano speciales. Nous nous interessons ici a certaines varietes de Fano, que 
nous appelons « speciales », faute d'une meilleure terminologie. 

Definition. Une variete de Fano de dimension n sera dite speciale si toutes ses contractions 
extrcmales sont ou bien des eclatements lisses de centre une courbe lisse ou bien des fibrations de 
dimension relative 1 et si elle possede au moins une contraction extremale birationnelle. 

Exemple. La variete X = ¥2 X P\ ou designe I'eclatement de P"^ de centre o, est une variete 
de Fano speciale, dc pseudo-indice 2 et de nombre de Picard 3. En efFet, X possede 3 contractions 
extremales : X ^ et X — >■ P"--i x P^, fibrations en P^, et X ^ P'^ x P^, contraction lisse de 
centre {a} x P^. 

Get exemple est d'une certaine fagon extremal comme le montre le 

Theoreme 3.9. Une variete de Fano speciale X de dimension > 4 verifie px < 3. 

La demonstration de ce resultat occupe la fin de ce paragraphe. 

Lemme 3.10. Soit X une variete de Fano speciale de dimension > 4 et de nombre de Picard 
> 4. 

(a) La variete X possede au plus une fibration extremale de dimension relative 1 . 

(b) Si X possede une fibration extremale de dimension relative 1, d' arete R, les contractions 
extremales birationnelles ont pour centre une courbe rationnelle a fibre normal trivial, leur 
diviseur exceptionnel E verifie E ■ R = Q et lx 

Demonstration. Solent n : X ^ W une contraction extremale birationnelle de centre une courbe 
lisse C C et de diviseur exceptionnel E et if : X —>■ Y une fibration extremale d'arete R et de 
dimension relative 1. Nous allons montrer que tt determine R, done ip. 

Le morphisme (p\E E ^ Y n'est pas surjectif car = 2 et py > 3 ; comme I'intersection 
d'une fibre de ip^E ^'Vec une fibre de tt^e est finie, chaque fibre de ip\E est de dimension 1. En 
particulier, (p{E) est de codimension 1 dans Y ; I'image reciproque pax cp d'un point general de 
ipiE) est de dimension 1, done coincide avec son image reciproque par cp^^- C'est en particulier 
une courbe rationnelle qui domine C, de sorte que cette derniere aussi est rationnelle. 

Le diviseur E est isomorphe a P(Af^y^), oii N^/w = ®7=i ^v^i'^i)- fibration induite 
(f^E '■ E ^{E), oil ip{E) est la normalisation de ip{E), est equidimensionnelle, de fibre generale 

; c'est une contraction extremale puisque pE = 2. Le cone de Mori de P(7VJ^^) est engendre 
par deux courbes : une droite d'une fibre de tt^e : E —>■ C et une section de tt^e- H s'ensuit que 
E est isomorphe a P"-2 ^ pi^ q^^^ ^^^^ g^j^^ ^jg^x projections et que R est engendre 

par une courbe du type {*} x P^. Comme n > 4, il y a done au plus une fibration extremale de 
dimension relative 1. 

Ce qui precede montre aussi que si X possede une fibration extremale de dimension relative 1, 
les contractions extremales birationnelles ont pour centre une courbe rationnelle de fibre normal 
trivial. En effet, on a vu que ¥(N^^^) est isomorphe a P""^ xP^, de sorte que Nq/^^ est isomorphe 
a 0pi(a)®"~^ pour un entier a convenable et, puisque les courbes du type {*} x P^ ont un fibre 
normal (dans X) trivial (ce sont les fibres d'une fibration), c'est que a = 0. ■ 
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Lemme 3.11. Soit X une variete projective lisse de dimension 4 et soit ir : X ^ W (resp. 
w' : X ^ W' , it" : X ^ W") une contraction extremale hirationnelle lisse de centre une courbe 
lisse C CW (resp. C C W , C" C W" ) d' arete R (resp. R' , R" ) et de diviseur exceptionnel E 
(resp. E', E"). 

(a) SiR^R' etEnE' ^0, on a E ■ R' > et E' ■ R > 0. 

(b) Si R, R' et R" sont deux a deux distinctes et si Ef\E' ^ et Er\E" ^ , on a E' f\E" ^ . 

Demonstration. Verifions le point (a). Soit x un point de EdE'. La surface 7r~^(7r(a:)), isoniorphe 
a P^, n'est pas contenue dans E' car R ^ R'. II existe done une courbe dans 7r^^(7r(x)) passant 
par p et non contenue dans E', d'ou (a) en echangeant les roles de E et E'. 

Verifions le point (b). Soit y E C. Les courbes 7r~^(y) fl E' et Tr~^{y) fl E" sont contenues dans 
qui est isomorphe a P^, de sorte que 7r~^(y) H E' H E" ^ 0, d'oii (b). ■ 

3.12. Demonstration du theoreme 3.9. Supposons px > 4. Par hypothcsc, il cxistc unc 
contraction extremale birationncUc tv : X ^ W d'arete Ri et de diviseur exceptionnel Ei, d'image 
une variete de Fano lisse (proposition 3.7) et de centre une courbe lisse C C W. 

Soit Ci une courbe telle que E\-Ci > 0. Cette courbe est numeriquement combinaison lineaire 
a coefficients rationnels strictements positifs de classes engendrant des aretes. L'une d'entre elles, 
notee R2, satisfait Ei-R2 > 0. Lc Icmmc 3.10(b) entraine que la contraction (pn^ est birationnelle. 

Notons Ri,R2, ■ ■ . , Rk, Rk+i, ■ ■ ■ , Rm, Rf les aretes de NE(X), on 

• les contractions ipn^ sont birationnelles de diviseur exceptionnel E^ (noter que tt = (pR^ ) ; 

• ^Rf 6st I'eventuelle unique fibration et, d'apres le lemme 3.10(b), Ei ■ Rp = pour tout 

1 < i < m; 

• EiCiEi pour 2 <i < k d'oii, d'apres le lemme 3.11(a), Ei ■ Ri > 0; 

• EiDEi = pour k + 1 < i < m, d'oii, d'apres le lemme 3.11(b), £^2 H = 0. 

Supposons n > 5. L 'intersection Ei n E2 n'est pas vide, de dimension au moins n — 2 > 3 : il 
y a done des courbes dc Ei D E2 contractees a la fois par (pR^ et par ipR^ , ce qui est absurde. 

Supposons n = 4 et verifions que C est extremale dans NE(H^). Rappelons que ce cone est 
engendre par ■k{Rf) et les ni^Ri) pour i > 2. Pour 2 < i < A;, la classe de C appartient a 7r{Ri), 
ainsi qu'a 'k{Rf) '■ en effet, chaque fibre non triviale de ipR^ intersecte Ei lc long d'une courbe 
Ci telle que 7r(Ci) = C, de meme, toute fibre F de ipR^ intersectant Ei est contenue dans Ei et 
satisfait done 7r(F) = C. Si la classe de C n'est pas extremale, NE(VF) est done engendre par les 
aretes Ti{Ri) pour i > k + 1. L 'image tt{E2) est un diviseur effectif de W numeriquement trivial 
puisquc E2 • Rf = E2 ■ R'i = 0, ce qui est absurde. 

Etudions la contraction extremale ip : W Y d'arete engendree par C et montrons que le 
diviseur 'k{E2) est contracte sur un point par 99. Notons W2 I'image de (pR^ et C2 C W2 son 
centre. Pour tout y G C2, la fibre (p^^{y), isomorphe a P^, contient une courbe dont I'image par tt 
est C et qui est done contractee par ip sur le point ^{C). D'autre part, 7r(<^]^^(y)) est egalement 
contracte sur le point <^(C). La contraction ip -.W est done ou bien divisorielle ou bien une 
fibration. Soit C G R2 une courbe rationnelle de X telle que E2 ■ C = —1. l\ existe un entier 
r > 1 tel que 

it{E2) ■ 7r*(C") = it*{it{E2)) ■ C = {E2 + rE) ■C' = -l + rE- C. 
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Or ■ C" > 1 ; on en deduit tt{E2) • Tr*{C') > puis, puisque les courbes C et tt^{C') sont 
numeriquement proportionnelles, tt{E2) • C > 0. 

Comme tt{E2) est contracte sur un point par (p, le calcul d'intersection precedent montre que 
est une fibration. En particulier, dim(y) < 1 et pw < 2, ce qui est absurde puisqu'on a suppose 
px > 4. ■ 

3.13. Demonstration du theoreme 3.3. Le lemme 3.6 montre que si X est une variete de 
Fano de dimension 4, de pseudo-indice 2 et de nombre de Picard > 5, la contraction extremale 
associee a toute arete extremale de X est soit une contraction divisorielle lisse de centre une 
courbe lisse, soit une fibration de dimension relative 1. De plus, comme px > 5, il existe sur X 
au moins une contraction extremale birationnelle ( ||Wi91 ], Theorem (2.2)). C'est done que X est 



speciale et le theoreme 3.9 permet de conclure a une absurdite. 



3.14. Families propres de courbes rationnelles. Nous renvoyons au livre [ Ko96| ] pour plus 



de details sur les notations et les rappels qui suivent. Soit X une variete complexe, projec- 
tive, lisse et connexe. Soit Hombir(F^, -Y) le schema des morphismes birationnels de vers X 
et soit Hom|Jjj,(P^, X) sa normalisation. Le groupe lineaire PGL(2,C) agit sur Hom5Jjj.(P^, X) 
et HomJJ-j,(P^, X) X P^. Les quotients geometriques au sens de Mumford existent et seront re- 
spectivement notes RatCurves"'(X) et Univ^'^(X). Soit V C RatCurves"(X) une famille propre 
irreductible de courbes rationnelles irreductibles sur X et soit U C Univ''^(X) la famille universelle 

U X 



V 

Notons lieu(y) = ev{U) I'ensemble des points de X par lesquels il passe une courbe rationnelle 
C de X telle que [C] G V. Soit x G lieu(y) ; on note Vx = n{ev~^{x)) C V les courbes de V 
passant par x, puis Ux = vr~^(T4) et lieu(Vii.) = ev{Ux)- Les dimensions de ces differentes varietes 
satisfont 

(1) dim(y) > -Kx -V + n-S 

dim{Vx) > -Kx -V -2 

oil —Kx ■ V designe I'intersection —Kx ■ C pour une courbe rationnelle C de X telle que [C] G V. 
Si X est un point general de lieu(y), on a 

(2) dim(lieu(y)) + dim(14) = dim(y) + 1 
et, par le lemme de cassage ( iMo79| ], Theorem 6), 

dim(lieu(14.)) = dim{Vx) + 1 > -Kx -V-l. 



Nous utiliserons de fagon repetee le resultat suivant (|Ko96], 11.4.21). 

Lemme 3.15. Soit V C RatCurves"(X) une famille propre et irreductible de courbes rationnelles 
irreductibles sur une variete X projective et lisse et soit x G lieu(y). Toute courbe tracee sur 
lieu{Vx) est numeriquement proportionnelle a une courbe C telle que [C] G V . 

3.16. La famille V determine une relation d'equivalence sur X pour laquelle des points x et x' 
de X sont equivalents s'il existe une chaine connexe de courbes rationnelles de V passant par x 
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et x' . II existe un ouvert C X et un morphisme propre Xq Zq a fibres connexes vers une 
variete normale dont les fibres sont des classes d'equivalence pour la relation precedente (| Ko96|| , 
IV.4.16). 

3.17. Les cas d'egalite. L'objet de ce paragraphe est I'etude des cas d'egalite dans (*). 

Proposition 3.18. Soit X une variete de Fano de dimension 4. Si pxii^x — 1) = 4, la variete X 
est isomorphe a (^^'■x-^'^p^ . 



Demonstration. Si px = 1 et = 5, la variete X est isomorphe a P'^ (| CMSOd[ |, [KeOl]). 



Supposons = 2 et = 3. Notons ipi : X ^ Wi et : X ^ W2 les deux contractions 
extremales, d'aretes respectives Ri et R2- Elles sont ou bien divisorielles ou bien des fibrations 
{of. 1.2). Supposons par exemple que cpi soit divisorielle. Le lieu exceptionnel Ei de ipi est 
contracte sur un point par ipi (cf. 1.2). Rappelons que I'intersection de fibres de deux contractions 
extremales differ entes est finie. Les fibres non triviales de ip2 sont de dimension au moins 2, done ne 
rencontrent pas Ei, autrement dit, ip2 est egalement divisorielle de lieu exceptionnel E2 disjoint de 
El. Le diviseur —Ei est done numeriquement effectif puisque —Ei -Ri > et —Ei ■ R2 = 0, ce qui 
est manifestement absurde. Les morphismes ipi et ip2 sont done des fibrations equidimensionnelles 



de dimension relative 2 {of. 1.2) et Wi et W2 sont lisses ([ ABW92 ], Proposition 1.4.1). Une fibre 
generale Fi (resp. F2) de ipi (resp. 992) est de pseudo-indice 3 par la formule d'adjonction et done 
isomorphe a P^. Le morphisme -Fi — > W2 (resp. F2 Wi) est fini et Wi (resp. W2) est isomorphe 
a P^ par le theoreme de Lazarsfeld ( p^a83| ] ) . 

Les fibres de ip2 ne sont a priori pas des sections de (pi. Nous allons montrer que de telles 
sections existent. Si £ C P^ est une droite generale, Xi = (p^^{l) est lisse et connexe. Les fibres 
generales de Xi ^ £ sont isomorphes a P^. II existe done une section de — > ^ par le theoreme 
de Tsen (|K39|], Theorem IV.6.5). 



Soit done C C X une courbe rationnelle verifiant C ■ plOp2{l) = 1, de degre minimal 
relativement au diviseur ample —Kx- La courbe C determine une famille propre irreductible 

V C RatCurves"(X) de courbes rationnelles irreductibles sur X (cf. 3.14). La dimension de V 
est au moins —Kx ■ C + 1 > 4 et celle de Vx, pour x S lieu(y), au moins —Kx • C — 2 > 1. Si la 
dimension de lieu(V^) est au moins 3, il rencontre une fibre generale de ifi au moins le long d'une 
courbe et [C] G Ri {cf. lemme 3.15) ce qui est absurde par le choix de C. Ainsi, dim(lieu(14)) = 2 
et le lieu de V est X par la formule (Q) de 3.14. 

II existe un ouvert Xq C X, une variete normale Zq et un morphisme propre q : Xq — > Zq 
a fibres connexes dont les fibres sont des classes pour la relation d'equivalence determinee par 

V {cf. 3.14). La famille V est couvrante et Zq est done de dimension au plus 3. Soient F une 
fibre generale de q et x un point de F. Comme dim(lieu(V^)) = 2, on a dim(F) > 2. Si F est 
de dimension au moins 3, elle rencontre une fibre generale de pi au moins le long d'une courbe. 
Comme F est couverte par une famille propre de courbes rationnelles irreductibles de V, toutes 



les courbes de F sont algebriquement equivalentes a un multiple de C (| Ko96 |, IV 3.13.3) et 
[C] £ Ri, ce qui est a nouveau absurde. Ainsi F est une surface de pseudo-indice 3 par la formule 
d'adjonction, done isomorphe a P^ ; on a F = lieu(14) pour tout x dans F, les courbes de Vx 
etant les droites passant par x. Notons que F est une section de pi. 

Verifions que I'on pent prendre Xq = X. Le fibre normal a F dans X est trivial et le schema 
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de Hilbert de X est done lisse au point [F]. Soient H son unique composante passant par [F] et 
X' d X X H \a famille universelle. Quitte a remplacer Zq par un ouvert dense, on peut supposer 
que q est plat et on a un diagramme 



Xn > X' — ^ X 



> H 



oil le carre est cartesien et oii la composee des fleches horizontales superieures est I'inclusion. Le 
morphisme vr s'identifie, au-dessus d'un ouvert Hq convenable de H, au morphisme Xq — > Zq. 

Fixons un point to de H et des points x[ et x'2 de 7r~^(to)- Notons T — s- un germe de 
courbe lisse passant par tQ et rencontrant Hq. Le schema ttt '■ X'j, T obtenu par le changement 
de base T ^ H est irreductible : il existe done des courbes Ti X'j. et T2 — > X'j. dominant 
T et rencontrant 7r^^(to) uniquement en x'l et x'2 respectivement. Pour tons points ti € Ti et 
t2 G T2 situes au-dessus du meme point general t de T, les points correspondant de X peuvent 
etre joints par une (unique) courbe Cj^^tj ^ ^r^(^) de V . Cette famille etant propre, les courbes 
Ct^^t2 degenerent vers une courbe de V , qui est en particulier irreductible, joignant x'^ et x'2. Les 
fibres de vr sont done irreductibles et deux points quelconques sont relies par une courbe de V . 

Supposons que le morphisme 99 contracte une courbe irreductible C d X' vers un point x de X. 
Celle-ci est horizontale pour vr et le lieu convert par les ^p{X'f), pour t € vr(C), est de dimension 3. 
Ainsi, le lieu convert par les courbes de est de dimension 3, ce qui est exclu par les arguments 
precedents. Le morphisme ip est done birationnel et fini : c'est un isomorphisme. 

Notons H' — > -f^red normalisation ; il existe une factorisation tt : X' ^ H' ^ -f^rcd et le 
morphisme q' = n' o (^^^ : X H' etend q. Le morphisme produit ifi x q' : X —>■ x H' est 
birationnel (puisqu'une fibre generale de q' est une section de (fi) ; puisque px = 2, il est fini : 
c'est un isomorphisme. On en deduit que H' est lisse et, comme les fibres de fi, isomorphe a P^. 

Supposons Px = 4 et = 2. Par 1.2, toute contraction extremale birationnelle est divisorielle 
et ses fibres non triviales sont de dimension > 2. Verifions que les fibrations extremales, s'il en 
existe, sont de dimension relative 1. Soit ip : X ^ Z une telle contraction ; supposons qu'elle soit 



de dimension relative au moins 2. Notons que Z est lisse ([ ABW92 ], Proposition 1.4.1). Puisque 



Px = 4, il existe ( ||Wi91 |, Theorem (2.2)) une contraction extremale birationnelle; ses fibres non 



triviales sont de dimension > 2, de sorte que ip est de dimension relative 2. La variete W est 
done lisse et s'identifie a I'eelatement d'une courbe lisse dans W ( ||AW98 |, Theorem 4.1). Toute 



fibre de : E — > il^{E) est en particulier isomorphe a P et domine Z. II en resulte que Z est 



isomorphe a P ([ La83 |) ce qui est absurde puisque pz = px — ^ = 3. 

La variete X n'est pas speciale (theoreme 3.9) et on bien toutes les contractions elemen- 
taires sont des fibrations de dimension relative 1, on bien il existe une contraction birationnelle 
■0 : X — > W, divisorielle, dont le lieu exceptionnel E est contracte sur un point. Verifions que ce 
dernier cas ne peut pas se produire. II existe alors une contraction extremale p : X ^ Z dont le 
lieu exceptionnel rencontre E. L 'intersection d'une fibre de p avec E etant finie, cette fibre est de 
dimension au plus 1. Puisque = 2, le morphisme ip est une fibration lisse de dimension relative 
1 par 1.3. On en deduit que Z est une variete de Fano de dimension 3, de nombre de Picard 3 
et de pseudo-indice au moins 2 (lemme 2.5) et done exactement 2 (c/. section 2). Finalement, Z 
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est isomorphe a (P-*^)^ (proposition 2.3). Posons ^ = x {t,t'}, pour t et t' generaux dans P^ La 
surface X£ = ip^^{£) est une surface de Hirzebruch et la courbe £' = EnX£ est exceptionnelle car 
contractee par ■0 : c'est done une section de ^\Xi ■ Xi ^ L Le morphisme E ^ Z est birationnel 
et fini : c'est un isomorphisme. On a —Ke -i' = 2 et —E-i' > puisque i' est exceptionnelle dans 
Xi. Or, par la formule d'adjonction, on a —Ke ■ i' = —Kx • i' — E ■ i' > 2 ce qui est absurde. 

En conclusion, toutes les contractions extremales de X sont des fibrations. Le resultat cherche 
est donne par la proposition 2.4. ■ 

4. Le CAS TORIQUE 

Nous montrons dans ce paragraphe que si X est une variete de Fano torique de dimension n, 
on a px{i-x — 1) < ?^ lorsque ix > + 1 {n arbitraire) ou n < 7. 

4.1. Preliminaires. Soit X une variete torique projective et lisse d'eventail T,x- Nous renvoyons 
a [ Fu93 | ou | Od88 | pour les fondements de la geometrie torique. Soit G(Sx) I'ensemble des 



generateurs primitifs des cones de dimension 1 dans T,x ; son cardinal est px + dim(X). Notons 
V{a) I'adherence de I'orbite correspondant a un element a de Tix- 

Rappellons ( P3a91 ], § 2 et [ pa99| ], § 2.1) qu'une collection primitive P est un sous-ensemble de 



G(Sx) minimal qui n'engendre pas un cone de Sx- A toute collection primitive P = {xi, . . . , x^} 
est associee sa relation primitive 

xi H h x/i = aiyi H h OkUk, 

ou (yi, . . . , yk) est le plus petit cone dans contenant le point xi + ■ ■ ■ + Xh et oh les Oj sont des 
entiers strictement positifs. Le degre de P est, par definition, deg(P) = h — X^jfli, et son ordre 
est \P\ = h. 

Le groupe Ni(X) des 1-cycles sur X modulo equivalence numerique s'identifie au groupe des 
relations entre les elements de G{T,x) toute relation YlxeG{Ex) '^^^ ~ ^ s'identifie a la classe 
d'equivalence numerique des 1-cycles dont I'intersection avec le diviseur V{{x)) est ax- 
En particulier, la relation primitive xi + ■ ■ ■ + Xh — (oiyi + ■ • • + akUk) = definit un element 
r(P) de Ni(X). Cette classe est toujours la classe d'un cycle effectif et deg(P) = —Kx • r{P) 
( |Ba91| ], Theorem 2.15, |Ca01], Lemma 1.4). La variete X est une variete de Fano si et seulement 



si toute relation primitive est de degre strictement positif et le pseudo-indice ix verifie alors 
\P\ = h> deg(P) > Lx- 

Une collection primitive P, ou sa relation associee r{P), sont dites contractibles s'il existe une 
application equivariante ip : X ^ W vers une variete torique complete W telle que les courbes 
irreductibles contractees par 99 soient exactement celles dont la classe est dans Q>o'"(-P) ( jCaOlU , 
Definition 2.3). Avec les notations precedentes, le lieu exceptionnel de ip est A = V{{yi, . . . , yk)) 
et ip\A '■ ^ ~^ V'(^) 6st une fibration equivariante lisse en P'^^^. Si deg(P) < 2ix, la collection P 
est contractible ( |Ca01 |, Theorem 4.1). 



4.2. Fibres projectifs. Soit X une variete torique projective et lisse. La contraction if : X ^ Y 
d'une arete numeriquement effective de NE(X) est un fibre en espaces projectifs, Y est une variete 
torique et est equivariant. 

Le lemme 2.5 permet de traiter facilement le cas des varietes toriques X pour lesquelles toutes 
les collections primitives de Tix sont disjointes. Cette condition combinatoire est equivalente a 
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I'existence d'une suite X = Xi ^ X2 ^ ■ ■ ■ ^ Xr ou Xr est un espace projectif et Xi est une 
fibration en espaces projectifs sur Xj+i pour i = 1, . . . ,r — 1 (| Ba91 |, Corollary 4.4). Rappelons 
enfin que les varietes toriques de nombre de Picard 2 sont precisement les fibres en espaces 
projectifs sur I'espace projectif (|K188|, Theorem 1) et qu'elles satisfont done aux hypotheses du 

CoroUaire 4.3. Soit X une variete de Fano torique. Si toutes les collections primitives de T^x sont 
disjointes, on a px{i-x — 1) < dim(X) ; de plus, si pxi^x — 1) = dim(X), on a X ~ {¥''^^'^Y^ . 

Demonstration. II existe done des fibrations 

X = Xi^ X2^ > = P^'- 

ou Xi est une fibration en espaces projectifs sur Xj+i de fibre P^* pour z = l,...,r — 1. En appli- 
quant le lemme 2.5, on obtient, par recurrence sur i, I'inegalite pxi^^x — 1) < dim(X). Supposons 
Px{i-x — 1) = dim(X). Comme px = r, dim(X) = si + ■ • • + s,. et — 1 < minjsi, . . . , Sr}, on a 

si H \- Sr = r{ix - 1) < r minjsi, . . . , s,.} < si H h Sr, 

et done si = ■ ■ ■ = Sj. = ix — ^- On verifie enfin que X est un produit d'espaces projectifs par 
recurrence descendante sur I'entier 1 < i < r — \. ■ 

4.4. Le cas 2>ix > dim(X) + 3. Soit X une variete de Fano torique. La preuve du resultat 
principal repose sur les deux lemmes suivants. 

Lemme 4.5. Soit A C X une sous-variete irreductible invariante de codimension k. Sik < ix — 2, 
alors A est une variete de Fano de nombre de Picard px et de pseudo-indice > lx — k. 

Demonstration. II suffit de prouver le lemme pour A; = 1 et ^ 3 : le resultat general s'ensuit 
par recurrence sur k. Soit done A = V{{x)) un diviseur irreductible invariant et supposons 
ix > 3. Si P est une collection primitive dans S/^, ou bien P est une collection primitive dans 
Tjx et deg^(P) > degx{P) > ix, ou bien P U {x} est une collection primitive dans Sx, et 
deg^(P) = d.egx{P) — 1 > /-x — 1- Comme ix > 2, le diviseur A est une variete de Fano de 
pseudo-indice > ix — 1- Puisque ix > 3, il n'y a pas de collections primitives d'ordre 2 (c/. 4.1) : 
a done exactement un cone de dimension 1 de moins que Sx et /?a = Px - ■ 

Lemme 4.6. Soit X une variete de Fano torique de dimension n, de pseudo-indice ix et de 
nombre de Picard px ■ Si 4ix > n + 4, il existe dans X une collection primitive contractible telle 
que la codimension du lieu exceptionnel de la contraction associee soit < ix — 2. 

Demonstration. Supposons que toute relation primitive contractible de X soit de la forme xi + 
■ ■ ■ + Xh = aiui + • • • + akVk avec k > ix — 1- On a alors h — k > h — Oj > ix, d'oia 
h > ix + k > 2lx — 1- D'autre part, si P est une collection primitive non contractible, on a 
|P| > deg(P) > 2ix (c/. 4.1). II n'existe done pas de collection primitive d'ordre < 2ix — 2 dans 
Ex, de sorte que = (■^5^) pour tout j < 2lx — 2. Puisque X n'est pas isomorphe a P", on a 
2ix — 2 < [n/2] + 1 par la proposition 4.11, ce qui contredit les hypotheses. ■ 

Nous sommes en mesure de prouver le 

Theoreme 4.7. Soit X une variete de Fano torique de dimension n, de pseudo-indice ix et de 
nombre de Picard px- Si Six > + 3, on a px{ix ~ 1) n (et done px < 3j; de plus, si 
Px{ix - 1) = n, on a X ^ (ptx-i)Px. 



14 LAURENT BONAVERO, CINZIA CASAGRANDE, OLIVIER DEBARRE, STEPHANE DRUEL 

Demonstration. Le theoreme se montre par recurrence sur px- Si px = 1, on a X ~ P" et 
le resultat est demontre. Sinon, d'apres le lemme 4.6, il existe dans X une relation primitive 
contractible qui s'ecrit 

xi-\ ^Xh = aiyi H h akVk 

avec k < Lx — 2. Soit A = V{{yi, . . . , yk)) le lieu exceptionnel de la contraction associee. D'apres 
le lemme 4.5, A est une variete de Fano, pA = px et l.a^ ^x — k. De plus, la contraction fait de 
A une fibration A ^ B en P'^"^, oii B est une variete de Fano torique satisfaisant ps = px — Ij 
dim(i?) = n — k — h + 1 et Lb ^ LA > Lx — k. 

Verifions Pinegalite lb > |dim(i?) + 1. Notons que h > k + lx > 2k + 2 et que dim(i?) = 
n — k — h + l<n — 3k — l<n — 3k, d'oii 

Lb > Lx - k > -n + 1 - k = -{n - 3k) + 1 > - dim(B) + 1. 
3 3 3 

L'hypothese de recurrence donne done pb{lb — 1) < dim(i?) et pB = px — ^ ^ 2 puisque 
Lb > ^ dim(i?) + 1. Finalement : 

{px - 1){lx - k - 1) < pb{lb - 1) < dim(B) = n-k-h + l 

d'ou 

Px{lx — 1) — ?^ < Pxk + Lx — h — 2k < k + Lx — h < 0. 

Supposons maintenant px{lx — ^) = n et notons qu'il suffit de montrer A = X, c'est-a-dire 
A; = 0. En effet, X est alors une fibration en espaces projectifs sur une variete de Fano torique B 
satisfaisant ps < 2 et le corollaire 4.3 s'applique. Supposons done A; > 0. Les inegalites precedentes 
sont des egalites, d'oii 

LB = LA = Lx-k, - 1) = dim(5), px = pA = 3, PB = 2 et h = k + Lx- 

La variete B est done isomorphe (corollaire 4.3) et, puisque A ^ B est une 

fibration en ^f-x+k+i = ^ — k, la variete A est isomorphe a '^'-x+k-i ^ p'-x-fc-i x p^x-fc-i^ 
L'eventail est done determine par les relations primitives 

xi H h x^x+k = 0, Ui H h v^x-k = et H h w^^-k = 0, 

oil Ton a note u le generateur de induit par I'element u € tel que {u,yi, . . . , yk) G Sx- 

On a necessairement = {xi, . . . ,x,^+k-,yi, ■ ■ ■ iVk^vi, . . . ,v,^_k,wi, ■ ■ ■ ,Wix-k} puisque 

Px = 3. Puisque toute classe extremale de X se restreint a une classe extremale dans A, il doit 
y avoir dans X trois relations primitives extremales, de degre au moins lx, dont les restrictions 
a A sont les relations primitives ci-dessus. La seule possibilite est que les relations 

Vl^ h v,^-k + yi H h y/c = et wi H h w.^-k + yi H h = 



soient extremales dans X, ce qui est absurde si A; > car ces relations ne sont pas disjointes 
( jCaOlll , Corollary 3.2). ■ 
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4.8. Les petites dimensions. Dans ce paragraphe, on etudie les cas lx = [n/2] et lx = [n/2] — 1 
lorsqu'ils ne sont pas couverts par le theoreme 4.7, c'est-a-dire respectivement pour n < 7 et 
n < 13. Nous en deduirons que I'inegalite (*) est toujours verifiee si n < 7. Nous supposerons 
dans la suite n > 4. 

Proposition 4.9. Soit X une variete de Fano torique de dimension n < 13 et de pseudo-indice 
Lx = [n/^] ou Lx = [n/2] — 1. Si X n'est pas une fibration en P''^"^, I'entier px satisfait les 
inegalites suivantes : 





n = 4 


n = 5 


n = 6 


n = 7 


n = 8 


n = 9 


n = 10 


n = 11 


n= 12 


n = 13 


= [f] 


px<2 


PX < 2 


PX < 2 


px < 2 




^x = [f ] - 1 




px < 4 


PX < 4 


px <3 


px < 3 


px < 2 


PX < 3 


PX < 2 


PX < 2 



Verifions que cette proposition entraine le 

CoroUaire 4.10. Soit X une variete de Fano torique de dimension n < 13 et de pseudo-indice 
LX = [n/2] ou Lx = [n/2] — 1. Alors px{ix — 1) < dim(X) et on a egalite si et seulement si 
X ~ (pi-x-iyx _ 

Demonstration. L'inegalite pxit-x — 1) < dim{X), dans les cas non couverts par le theoreme 4.7, 
est equivalente aux bornes du tableau ci-dessous : 





n = 4 


n = 5 


n = 6 


n = 7 


n = 8 


n = 9 


n = 10 


ji = 11 


n = 12 


n = 13 


'X = [fl 


PX < 4 


Px < 5 


PX < 3 


PX < 3 




^x = [f ] - 1 




Px < 6 


PX <7 


PX < 4 


px < 4 


PX <3 


PX <3 


px < 3 


PX <3 



Si X n'est pas une fibration en P'-^"^, la proposition 4.9 implique px{i'X — 1) < dim(X) et il 
n'y a jamais egalite. 

Si X est une fibration en P'^^^ sur Z, on a dim(E') = n + 1 — lx < {n — 1) /2 ei lz > lx > 
dim.{Z) — 1. Si dim(Z) > 5, la variete Z est un espace projectif (c/. 4.12) et done px = 2 : le 
resultat est une consequence du corollaire 4.3. Si dim(Z) < 4, on a > 3 et < 2, de sorte 
que le corollaire 4.3 s'applique encore k X. m 

Soit Px le polytope associe a X, c'est-a-dire le polytope simplicial convexe engendre par les 
elements de G{'Ex)- Les faces de Px correspondent aux cones de Ex- Soit fj le nombre de faces 
de dimension j de Px- Rappelons I'egalite /o = |G(Sx)| = px + n. L'eventail Sx n'a pas de 
collections primitives d'ordre j < lx, autrement dit. 




pour tout j < Lx- 
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De plus, si T,x possede une collection primitive P = {xi, . . . ,Xi,j^} d'ordre lx, la relation associee 
est necessairement xi + • • • + x^^ = 0, puisque son degre est au moins tx- Elle est contractible et 
la contraction associee est une fibration en P^-^~^. Finalement : 

fix -I ^ yj seulement si X est une fibration en F''^^'^. 



Nous renvoyons a | |MMS71 | pour les proprietes fondamentales des polytopes simpliciaux. Rap- 
pelons en particulier qu'il existe des relations lineaires entre les fj, appelees relations de Dehn- 
Sommerville, de sorte que les nombres /o, . . . , /[n/2]-i determinent tons les fj. Rappelons aussi le 
resultat suivant ( jMMSTll , Chap. 2, Proposition 24). 



Proposition 4.11. Un polytope de dimension n est un simplexe si et seulement si fj-i 
pour tout j < [n/2] +1. 



4.12. Remarquons en particulier que si ix > + 1, la relation (^) et la proposition entrainent 
que X est isomorphe a P". Cela redemontre dans le cas torique le theoreme de Wisniewski cite 
dans I'introduction. 

Les deux lemmes suivants donnent des relations supplementaires entre les nombres fj. 

Lemme 4.13. Soit X une variete de Fano torique. Si ix > 1, toutes les collections primitives de 
T,x d'ordre + 1 sont deux d deux disjointes. 

Demonstration. Soit P = {xi, . . . , x^^+i} une collection primitive d'ordre lx + 1. Elle est neces- 
sairement contractible puisque deg(P) < + 1 < 2ix (c/. 4.1). Ou bien deg(P) = ix + ^, la 
relation primitive r{P) est xi + • • • + x^^+i = et P est disjointe de toutes les autres collections 
primitives de T,x ( |Ca01 |, Corollary 3.2), ou bien deg(P) = lx et la relation primitive r{P) est 



de la forme xi + ■ ■ ■ + x^^+i = V- Supposons par I'absurde qu'il existe deux relations primitives 

xi H h Xr + yi H h ys = -z et xi H h x^ + ni H ^ Us = v 

avec r + s = tjf + 1 et r > 0. Comme P est contractible, {yi, . . . , y^, doit contenir une collection 
primitive (| |Ca01[ |, Lemma 3.1), de sorte que s+1 > ix et r < 2. Si r = 2 et s = ix — 1, la collection 
{yi, ... ,ys,v} est primitive, de relation associee yi + ■ ■ ■ + ys + v = ce qui est absurde. Si r = 1 
et s = ix, la collection {7/1, . . . ,ys,v} est primitive, de relation associee yi + ■ ■ ■ + ys + v = w. Par 
ce qui precede, on a s = 1 et ix = 1, ce qui est exclu par I'hypothese. ■ 

Lemme 4.14. Si X est une variete de Fano torique de dimension n, on a 

12/„-3 > (3n + ix - 5)/„_2. 



Demonstration. Posons dx = X] ^^&{^c/x)^ ou la somme porte sur toutes les courbes invariantes 
de X. Si C est une courbe invariante, on a dLeg{Nc/x) = —Kx • C — 2 > ix — 2, de sorte que 
dx > (ix — 2)/„„2- D'autre part, on a dx = 12/„_3 — 3(n — l)/n~2 ( |Ba9E ], Theorem 2.3.7), d'oia 
I'inegalite cherchee. ■ 

Demonstration de la proposition 4-9. Posons k = [n/2] et supposons ix = k. Comme X n'est pas 
une fibration en P'^^^, on a fj-i = (■^?) pout tout j < k. Les relations de Dehn-Sommerville 
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permettent d'exprimer fk a I'aide de /o ( ||MMS71 |, § 2.4) : 



i=-i 

Le lemme 4.13 donne Tinegalite 



A= E(-l)'-^-'f\:_;;')^° J si „ es. impair. 



Ik S 



d'ou les bornes de la premiere ligne du tableau. 

Supposons ix = k — 1 ei que X n'est pas une fibration en P*^-^^^. On a alors 



fj-i ^ j P^^^ j <k-l et /'fc-i - 

Les relations de Dehn-Sommerville permettent d'exprimer tons les fj avec j > k k I'aide de /o et 
fk-i- Si n est pair, on a ( [|MMS71| , § 2.4) 



Et si n est impair, on a 



Finalement, en appliquant le lemme 4.14, on obtient fk-i < ^fc(/o)> oii, si n est pair. 



A;2 V/t-l, 

/-I, 

fc(A:!)(j!) v^- ' ' ^'''^ ' ' ' -vyk-j, 



k-l , -.y-l 



J=2 
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et, si n est impair, 

^'^^'^= (fc-i)(2fc+3) [k-i)^^ {k-i){2k+3mm y +(^^-^^^ 



+ 2if - 2)k^ + {f + 11 j + 3)A: + 3j(l - j) 



On deduit alors du lemme 4.13 I'inegalite 



fo 
k- j 



^ J ^ ^fc(/o) < 0, 
ce qui donne les bornes de la deuxieme ligne du tableau par une etude directe. ■ 

5. Chaines de courbes rationnelles 

Soit X une variete projective, lisse et connexe et soient V^^...,V^ des families propres 
irreductibles de courbes rationnelles irreductibles sur X [cf. 3.14). Fixons x € lieu(y^), posons 
lieu{V^)x = lieu{V^) et Zi =14^. {cf. 3.14) et, avec les notations 

X 

yk 

definissons par recurrence pour k >2 : 

Zk = 7r^'(^fe(ev^'(lieu(y\...,y'=-i),nlieu(F^)))) 

lien{V\...,V% = evkiZk) 

= lien{V\...,V%-lieu{V\...,V''-\ 

Le ferme lieu(l^^, . . . ,V^)x est done I'ensemble des points y de X tels qu'il existe des courbes 
C\ ... ,C'' avec 

• [C^ G W ; 

• les intersections fl C^, . . . , C''^^ PI C'' ne sont pas vides ; 

• X G et y G C^. 

Lemme 5.1. Si les classes des families V^, . . . , dans Ni(X)q sont lineairement independantes 
et que lieu(y^, . . . , V^)x n'est pas vide, 

(a) le morphisme d'evaluation evfc : Zk lieu(F"'^, . . . , y^)^; est fini au-dessus de Vouvert U^, 
qui n'est pas vide ; 

(b) toute courhe tracee sitr lieu(y"'^, . . . , y^)^ est algebriquement equivalente dans cette variete 
d une combinaison lineaire d coefficients rationnels de courbes dans , . . . , . 

Demonstration. Le resultat se montre par recurrence sur I'entier A; > 1. Si = 1, le point (a) est 
une consequence du lemme de cassage de Mori (| Mo79 |, Theorem 6) et le point (b) est le lemme 
3.15. Supposons k > 2. 

Demontrons (a). Soit z un point de lieu{V^ , . . . ,V^~^)x H lieu(y^), qui n'est pas vide par 
hypothese. Si lieu{V^) C lieu(y^, . . . , V^~^)x, les classes des families , . . . sont lineairement 
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dependantes dans Ni(X)(q par hypothese de recurrence, ce qui est absurde. Ainsi, n'est pas 
vide. Si un point y de verifie dim(ev^^(y) n Z^) > 1, 

• soit dim(lieu(yy'^') fl lieu(y^, . . . , V^~^)x) > 1 et, a nouveau par hypothese de recurrence, les 
classes des families V^, . . . , 1/'^ sont lineairement dependantes dans Ni(X)q, ce qui contredit 
rhypothese ; 

• soit il existe une famille de dimension 1 de courbes rationnelles de passant toutes par 
deux points distincts de X fixes, ce qui, par le lemme de cassage ([ po79|| . Theorem 6), est 
absurde puisque la famille est propre. 

Demontrons (b). Soit C une courbe tracee sur lieu{V^ , . . . ,V^)x telle que [C] ^ V^. Si C 
est dans lieu(y^, . . . , V''~^)x, I'hypothese de recurrence permet de conclure. Supposons done que 
C n'est pas contenue dans lieu(y^, . . . , V''~^)x- Soit C C ev^^(C) H Z), une courbe irreductible 
dominant C, soit S C U'' la surface irreductible 7r^'^(7rfc(C)), soit S la surface evk{S) C X 
et soit C C S une courbe dominant S H lieu{V^ , . . . ,V'^~^)x- Toute courbe tracee sur S est 
algebriquement equivalente dans S a une combinaison lineaire a coefficients rationnels de la 
multisection C et d'une fibre de vr^i^ : 5 — iTk{S) ( [ [Ko96| ] , II. 4. 19). Toute courbe tracee sur S est 
done algebriquement equivalente dans S, done dans lieu(y^, . . . ,V^)x, k une combinaison lineaire 
a coefficients rationnels de evfc(C') et d'une courbe de ([ [Ko96| ], II. 4. 4. 2). II reste a remarquer 
que evfc(C') C lieu(y^, . . . , V^~^)x ■ I'hypothese de recurrence permet de conclure. ■ 

On en deduit le resultat suivant. 

Theoreme 5.2. Si les classes des families , . . . dans Ni(X)q sont lineairement inde- 
pendantes, lieu(y"'^, . . . , V'^)x est vide ou de dimension > — X^j=i Kx ■ — k. 

Demonstration. On procede par recurrence sur I'entier A; > 1. Si A; = 1, I'estimation sur la 
dimension a deja ete mentionnee en 3.15. Supposons A: > 2 et que lieu{V\...,V'')x n'est pas 
vide. Le lemme precedent donne 

dim(lieu(y\ . . . , y'^),) > dim(Zfe). 

Si y est un point general de lieu(y^, . . . , V^~^)x n \ieu{V''), on a dim(ev^^(?/)) = dim(V^^) et, si 
I'on note 

Wk = ev^i(lieu(l^S . . . , V''-% n lieu(y^)), 
on a, en utilisant I'hypothese de recurrence, 

dim{Wk) = dim(yy*^) + dim(lieu(y\...,y'=-^):,. nlieu(y'=)) 

fc-i 

> dim(V;f ) - ^ i^x • W - (A: - 1) + dim(lieu(y'')) - n 

i=i 

fc-i 

> dim(Vfc) - J^Kx - V^ -k + 2-n, 

i=i 

d'oii, par I'inegalite (||) de 3.14, 

k 

dim{Wk) >-^Kx-V^ -k-1. 

i=i 

Comme dim(Zfc) = dim(VFfc) + 1, le lemme precedent permet de conclure. ■ 
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On deduit du theoreme le resultat suivant. 

CoroUaire 5.3. Soit X une variete de Fano de nomhre de Picard px e.t de pseudo-indice lx- 
S'il existe des families propres irreductibles V^, . . . , V^^ de courbes rationnelles irreductibles sur 
X dont les classes dans Ni{X)q sont lineairement independantes et que lieu{V^, . . . , Vf^)x n'est 
pas vide, on a px{l-x — 1) < dim(X). 

II n'est evidemment pas facile d'assurer I'existence de families propres de courbes rationnelles 
irreductibles sur X verifiant les conditions du corollaire precedent. Si i? C NE(X) est une arete, les 
courbes rationnelles irreductibles dont la classe appartient a et de degre anticanonique minimal 
forment une famille propre. En considerant ces families de courbes rationnelles, on montre le 

Corollaire 5.4. Soit X une variete de Fano homogene. On a pxii-x — 1) < dim{X). 
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